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كليدواژه ها: اعداد گنگ، مجموعة اعداد حقيقى، 
بازنمايى اعداد گنگ، محور اعداد، برنامة درسى متوسطه

برنامة درسى رياضيات در كشور ما، عمدتاً مبتنى 
ــا مجموعة اعداد  ــم و روابط مرتبط ب ــعة مفاهي بر توس
حقيقى شكل گرفته است. مفاهيم مربوط به مجموعة 
اعداد حقيقى، با معرفى اعداد حسابى و طبيعى و روابط 
ــود و با  ــتان آغاز مى ش بين آن ها در اين برنامه، از دبس
ــداد گويا، صحيح و گنگ تا دوره هاى  ورود تدريجى اع
راهنمايى و دبيرستان گسترش مى يابد. شواهد گوناگون 
نشان مى دهد كه براى دانش آموزان دشوارى ها، ابهامات 
و بدفهمى هايى براى طى آخرين پله، يعنى وارد شدن 
به اعداد گنگ و عبور از مفهوم عدد گويا به عدد حقيقى، 
ــتار بررسى اين دشوارى ها و  وجود دارد. هدف اين نوش
بدفهمى هاست. ما به عنوان معلم و محقق، بارها شاهد 
بوده ايم كه در انتهاى حل يك مسئله كه پاسخ آن يك 
عدد گنگ بوده است، دانش آموزان پرسيده اند: «آيا بايد 
 را 
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ــا «آيا بايد مقدار ــاى π عدد بگذاريم؟» ي ج
حساب كنيم؟». چنين مشاهداتى اين پرسش را به ذهن 
ــازد كه آيا دانش آموزان اساساً  كميت هاى  متبادر مى س
گنگ را، همچون ديگر انواع اعداد، درك مى كنند و به 
رسميت مى شناسند؟ آيا اين گونه كميت ها از نظر آن ها 
ــت، چرا به دنبال جايگزينى  ــت؟ اگر هس واقعاً عدد اس
ــتند و اگر نيست  مقدار ديگرى به جاى اعداد گنگ هس
ــت؟ جهت روشن شدن اين موضوع بود  دليل آن چيس
كه تحقيق حاضر در سال تحصيلى 90- 91 انجام گرفت 
ــه، دانش آموزان  ــاويزى، 1391). گروه مورد مطالع (س

دختر پاية دوم نظرى در يكى از مدارس دخترانه يكي 
ــد. در اينجا بدون  ــي تهران بودن ــاي آموزش از ناحيه ه
پرداختن به جزئيات تحقيق تنها نتايج بيان مى شوند. 
به طور كلى مى توان علل برخى از بدفهمى دانش آموزان 

از اعداد گنگ را به شرح زير خلاصه نمود: 
1. روش بازنمايى اعداد گنگ، جايگزينى تقريب هاى 

اعشارى؛
ــجم و گاه مبهم كتب درسى در  2. رويكرد نامنس

معرفى اعداد گنگ؛
3. شكل گستردة بازنمايى اعداد گنگ مربعى؛

ــر جنبة  ــدى و عملياتى ب ــة فراين ــة جنب 4. غلب
ــاختارى1 و شىء گونى2 (عينى) اعداد گنگ در ذهن  س

دانش آموزان؛ 
ــت مناسب از كاركرد محور  5. عدم درك و برداش
ــداد را از فضاى مجموعه ها  اعداد به عنوان مدلى كه اع
ــاب به فضاى اندازه ها و هندسه منتقل و مرتبط  و حس

مى سازد. 
ــاط علت و معلولى  ــه برخى موارد فوق از ارتب البت
برخوردار بوده و برخى نيز با يكديگر هم پوشانى دارند. 

در ادامه به شرح هر يك پرداخته خواهد شد.
ــى از تحقيق صورت گرفته، دو پرسش از   در بخش

دانش آموزان، به قرار زير مطرح شد: 
1. برداشت شما از عدد گنگ چيست؟
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2. هر يك از اعداد 
را روى محور اعداد نشان دهيد.

ــخ به پرسش اول، دانش آموزان تعريف هاي  در پاس
ــان را از اعداد گنگ بيان نموده  بودند. در  خودساخته ش

رد  پاى مبهم
 در ذهن دانش آموزان

بهناز ساويزى، دكتراى رياضى و دبير رياضى تهران
احمد شاهورانى سمنانى، دكتراى آموزش رياضى دانشگاه آزاد اسلامى، واحد علوم و تحقيقات

گنگ اعداد اعداد اعداد اعداد اعداد اعدادرد  پاى مبهمرد  پاى مبهم
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ــال از آشنايى آن ها با  ــت بيش از يك س واقع، با  گذش
ــمى و دانش الگوريتمى  اعداد گنگ، تعريف هاي رس
آن ها در رابطه با اعداد گنگ فراموش شده بود و آنچه 
بيان كرده بودند، نمايان گر برداشت و ادراك شخصى 
ــان از موضوع بود كه در ذهنشان ته نشين شده  ايش
ــخ ها به پرسش اول با نرم افزار  و باقى  مانده بود. پاس
تحليل متنMaxqda10 تحليل و كدگزارى شد. سه 
ــامل «عمليات»، «بازنمايى» و  كد استخراج شده ش

«تعلق» بود. 
ــگ را عددى با بخش  ــى دانش آموزان عدد گن برخ
ــز آن را عددى تعريف  اعشـارى نامتناهـى و برخى ني
ــه بازنمايى به صورت كسـر متعارفى  ــرده بودند ك ك
ندارد. برچسب يا كد «بازنمايى» به اين گونه تعريف هاي 
خودساختة دانش آموزان تعلق گرفت. برخى دانش آموزان 
بيان كرده بودند كه اعداد گنگ، اعدادى هستند كه جذر 
كامل ندارند يا اعدادى هستند كه بين آن ها عمليات 
حسـابى، مثل جمع يا تفريق، انجام نمى شود (مثل

). تأكيد بر عمل جذرگيرى يا جمع و تفريق  m n
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ــخص  معيارى بود تا اين تعريف ها با كد «عمليات» مش
ــوند؛ و بالاخره تعريف هايى از قبيل  اينكه اعداد گنگ  ش
ــخص و كاملى نيستند»، «اعدادى نامفهوم و  «اعداد مش
نادقيق اند»، «عدد حقيقى اند» و «عدد حقيقى نيستند» 
ــور از اين كد، تعلق  ــد «تعلق» جاى گرفتند. منظ در ك
ــتن عدد گنگ به يك مجموعة مشخص  داشتن يا نداش
در ذهن دانش آموزان بود. بيشترين اظهارات دانش آموزان 
ــان از ديدگاه  در كد «عمليات» جاى گرفت كه خود نش

فرآيندى و عملياتى ايشان دارد.

روش بازنمايى اعداد گنگ: جايگزينى 
تقريب هاى اعشارى

ــوزان، جايگزينى  ــى دانش آم ــل بدفه ــى از دلاي يك
غيرضرورى تقريب هاى اعشارىِ اعداد گنگ تشخيص داده 
شد. نتيجة بررسى ها نشان داد كه بسيارى از دانش آموزان، 
را با بازنمايى 
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عبارت هاى
اعشارى روى محور اعداد نمايش داده بودند. البته تعداد 
 را با روش هندسى روى محور 
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افرادى كه عبارت 
ــتر از ديگر موارد بود و اين شايد  ــان داده بودند، بيش نش
ــتر بودن تعداد تمرين هاى كتاب آن ها براى  به دليل بيش
باشد. تعداد زيادى از 
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نمايش اعدادى به شكل  
دانش آموزانى كه اعداد گنگ را با بازنمايى اعشارى تعريف 
ــد، براى يافتن مكان عبارت روى محور اعداد،  كرده بودن
ــتفاده نموده بودند. اين دسته از  ــارى اس از بازنمايى اعش
دانش آموزان اعداد گنگ را اعدادى مبهم، نامعلوم، نادقيق 
و ناكامل دانسته و مكان آن ها را روى محور اعداد، تقريبى 
معرفى كرده بودند. به نظر مى رسد بين بازنمايى اعشارى 
ــتقيمى  ــده ارتباط مس ــگ و بدفهمى ذكر ش اعداد گن
وجود دارد. يعنى جايگزينى تقريب هاى اعشارى توسط 
ــل بودن، نادقيق  ــوزان، اغلب اوقات حس ناكام دانش آم
بودن و نامعلوم بودن اعداد گنگ را به ذهن ايشان متبادر 
ــد دانش آموزان انعطاف  مى سازد. در اينجا به نظر مى رس
ــاد ارتباط بين بازنمايى هاى مختلف عدد  لازم را در ايج
ندارند و ساخت هندسى «اعداد گنگ مربعى» به  كمك 
رابطة فيثاغورس، كه در سال اول دبيرستان آموخته اند، 
ــى است الگوريتمى، معمولي و غيرمرتبط با  بيشتر دانش

يافتن نقاط متناظر با اعداد گنگ روى محور اعداد.

شواهد 
گوناگون 

نشان مى دهد 
كه براى 

دانش آموزان 
دشوارى ها، 

ابهامات و 
بدفهمى هايى 

براى طى 
آخرين پله، 

يعنى وارد 
شدن به 

اعداد گنگ 
و عبور از 

مفهوم عدد 
گويا به عدد 

حقيقى، 
وجود دارد
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رويكرد كتاب درسى
 كتاب هاى درسى نيز در ايجاد بدفهمى هاى مرتبط 
با اعداد گنگ بى تأثير نيستند. اينكه دانش آموز مفهوم 
ــل داده و از آن  ــدد گنگ را به مفهوم عدد گويا تقلي ع
ــوان يك عدد گوياى نادقيق و تقريبى ياد مى كند  به عن
ــت. در  ــى او نيس بى ارتباط با نحوة آموزش كتاب درس
كتاب رياضيات (1) دبيرستان، اعداد گنگ در بخشى با 
ــده اند. در آنجا بيان شده  عنوان اعداد حقيقى مطرح ش
است كه روى محور اعداد حقيقى، نقاطى وجود دارند كه 
متعلق به هيچ يك از اعداد گويا نيستند، بلكه اين  نقاط 
ــتند. در ادامه هم بيان شده  مربوط به اعداد گنگ هس
كه به معناى جذرگيرى 
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ــتفاده از نماد است: «با اس
است، اعداد گنگ بسيارى را مى توان معرفى نمود.» در 
هيچ كجاى كتاب بيان نشده (و مثالى نيز آورده نشده) 
ــوان آن را به صورت  ــت كه نت كه عدد گنگ، عددى اس
نسبت دو عدد صحيح3 (با مخرج غير صفر) يا يك كسر 
تحويل ناپذير نوشت. در ضمن، توضيح در مورد كاربرد 
جذرگيرى راديكال، تفكر فرايندى و عملياتى را تقويت 
مى كند. وجود اين نگاه در مؤلفان كتاب رياضيات (1)
در رابطه با اعداد گنگ مربعى و نماد راديكال، مى تواند 
ــان از نگاه و تفكر فرايندى اين مؤلفان داشته باشد  نش
و اين گونه توضيحات، كمكى در جهت ايجاد يك شئ 

مستقل ذهنى از اعداد گنگ نمى نمايد. 
ــة 18 كتاب  ــارى صفح ــش تقريب هاى اعش در بخ
رياضيات (1)، چهار عدد و تقريب هاى اعشارى آن ها مورد 
ــت. احتمالاً منظور مؤلفان از اين  ــى قرار گرفته اس بررس
قسمت بيان اين مطلب بوده كه «همواره دنباله اى از اعداد 
گويا وجود دارد كه به يك عدد گويا يا گنگ همگراست و 
بالطبع، معرف آن عدد مى باشد». ولى نحوة بيان مطلب 
ــيار ابهام  برانگيز است، به گونه اى كه به نظر نمي رسد  بس
خوانندة متن بتواند تمايزى بين اعداد گنگ و گويا قائل 
نزديك است، 1/41 
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 شود. در ابتدا بيان شده «1/4 به 
بيشتر نزديك است. اين اعداد 
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نزديك تر و 1/414 به
مى نامند. براى هر عدد 
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اعشارى را تقريب هاى اعشارى
حقيقى مى توان از اين تقريب هاى اعشارى يافت و هرچه 
عدد اعشارى به عدد حقيقى نزديك تر باشد، دقت تقريب 
 برابر هيچ عدد 
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ــب آمده « ــت». در ادامة مطل بالاتر اس

اعشارى نيست ولى مى توانيم تقريب هاى اعشارى آن را 
 با دقت يك رقم اعشارى برابر است با 

m n

m n

a

b

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

2 3
2 5
2 3 2
2 1

2 5
2 3 2
2 1
2 1

2
2
2

1
3
1
3
2

1
3
1
3

2 1

به دست آوريم.  
0/3 و با دقت دو رقم اعشار برابر است با 0/33 و با دقت 
سه رقم اعشار برابر است با 0/333. دقت اين تقريب ها را 

هر چقدر بخواهيم، مى توانيم بالا ببريم». 
ــت كه هيچ تمايزى  بيان مطالب فوق به گونه اى اس
بين عدد گنگ و عدد گويا ايجاد نمى كند. به نظر مى رسد 
مؤلف يا مؤلفان اين بخش، به ساختار يك دنبالة نامتناهى 
همگرا به يك عدد حقيقى و نيز مفهوم حد در بى نهايت 
ــك نگاه كل نگرانه،  را با ي
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ــى ننموده اند. اينكه توجه
ــة نامتناهى از اعداد  ــد يا جمع بندى نهايى يك دنبال ح
گويا تلقى كنيم كه بازنمايى اعشارى مختوم يا متناوب 
ندارد، با ديدگاهى كه دنبالة مذكور هر بار به طور مقطعى 
و جزئى مورد توجه قرار گيرد، تفاوت دارد. با ديدگاه دوم، 
عدد گنگ (و حتى اعداد گويا به ويژه با بازنمايى اعشارى 
ــند (و  ــواره نادقيق و ناكامل به نظر مى رس متناوب) هم

بيشتر فرايند هستند تا شئ مستقل).
 نيز ابهاماتى 
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ــده در مورد  در توضيحات ارائه ش
ــده  ــود دارد. در كتاب بيان ش ــى وج ــاب درس در كت
ــت». با  ــارى نيس  برابر هيچ عدد اعش

m n

m n

a

b

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

2 3
2 5
2 3 2
2 1

2 5
2 3 2
2 1
2 1

2
2
2

1
3
1
3
2

1
3
1
3

2 1

ــه « ــت ك اس
ــارى ...0/333 بايد  ــن وصف عددى با بازنمايى اعش اي
ــد زيرا با هيچ كسر متعارفى مساوى  عددى گنگ باش
نيست4، در حالى كه مى توان نشان داد: «هر كسر گوياى 
ــان دار يا يك عدد  ــارى پاي   به صورت يك عدد اعش
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2 ــت؛ به عكس 1 ــارى دوره اى نامتناهى قابل بيان اس اعش
هر بسط اعشارى پايان دار يا دوره اى نامتناهى، مساوى 
ــون، 1367). به دنبال آن، در  ــت» (ني عدد گويايى اس
ــائل صفحة 20 كتاب، چهار كسر  ــئله هفتم از مس مس
گويا مطرح و پرسيده شده است: «در بين اعداد گوياى 
ــتند مشخص كنيد  ــارى هس زير، عددهايى را كه اعش
ــخص نمودن  ــش، احتمالاً مش و ...». منظور اين پرس
كسرها با بازنمايى اعشارى مختوم (پايان دار) مى باشد. 
ــؤال اين ابهام را برمى انگيزد كه همواره  ولى صورت س
كسرهاى گويايى وجود دارند كه هيچ بازنمايى اعشارى 
ــرها تنها تقريباً (نه دقيقاً) با يك  ندارند و اين گونه كس
عدد اعشارى برابرند. رويكرد آموزشى كتاب به گونه اى 
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است كه به جاى توسعة مجموعة اعداد گويا به مجموعة 
اعداد حقيقى، به لحاظ مفهومى، مجموعة اعداد حقيقى 
ــه مجموعة اعداد گويا تحديد نموده و اين از طريق  را ب

تأكيد بر تقريبات اعشارى، صورت پذيرفته است. 
ــى دانش آموزان،  ــر بدفهم ــن ديدگاه را ب تأثير اي

مى توان در مثال 1 ديد. 
در مورد فوق، دانش الگوريتمىِ ساختِ هندسىِ اعداد 
ــده و در عوض تأكيد  ــگِ مربعى به كار دانش آموز نيام گن
ــب تناقض و ابهام  ــات و فرايند جذرگيرى موج ــر عملي ب
ــت. با رويكرد آموزشى كتاب درسى،  ــده اس دانش آموز ش
انتظار چنين تصورى از جانب دانش آموز بعيد نيست، زيرا 

ــت در مورد اصطلاح «پذيرش عدم بسته بودن  لازم اس
بازنمايى» توسط دانش آموزان توضيحاتى داده شود. اين 

اصطلاح، اولين بار توسط كوليس5 به كار برده شد. 
ــى را در چهار مرحله  ــتگى6 در بازنماي كوليس، بس
تقسيم بندى مى نمايد. در مرحلة اول دانش آموز تنها با 
جايگزين كردن يك عبارت گسترده، مانند جمع دو عدد، 
ــت آشناست. در عبارت  با حاصل جمع كه يك عدد اس
x =6 + 3 حالت عملياتى با جايگزين كردن عدد 9 به حالت 
شىء گونى يا محصولى تبديل مى شود. در اين مرحله، 
دانش آموز به طور همزمان، مفهوم عبارت گستردة عدد 
ــايى نمى كند.  ــه دو گونه محصول و فرايند شناس را ب

براى مثال، دانش آموز در اين مرحله، جاى خالى را در 
عبارت2+  = 6+3  با عدد 9 پر مى كند. كوليس سه 
مرحله ديگر را نيز در رابطه با بازنمايى عدد بيان كرده 
است. در مرحلة دوم فرد قادر است با عناصر تركيبى كار 
كند، بى آنكه لازم باشد جواب يا عددى يكتا جايگزين 
ــبة جواب، درستى عبارت  آن ها كند. مثلاً بدون محاس
2+3  <8+5 را مى فهمد. در اين مرحله قادر است بيش از 
يك عملگر را به كار برََد، مثل: 3-4+1. دانش آموزان در 
مقاطع پايين تر، در «پذيرش عدم بسته بودن» بازنمايى 
يا 7ALC، مشكل دارند (كوليس، 1975). اين مشكل 
در توسعة درك جبرى دانش آموزان ديده مى شود، مثلاً 
دانش آموزى كه مشكل در ALC دارد، مايل است معادلة 

?= 7x+3 را با 10x جايگزين نمايد. 
روى 
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در مثال 2، دانش آموز براى نمايش
ــارى را جايگزين كرده است  محور اعداد، تقريبات اعش
ــتة 3/6 برسد. وى در مورد  تا به عددى با بازنمايى بس

، رابطة فيثاغورس را به كار برده است.
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توجه او هم به جاى جمع بندى و محصول نهايى به عنوان 
يك عدد گنگ، به  فرايند پايان ناپذير بسط اعشارى معطوف 
گشته و بنابراين، دانشِ الگوريتمىِ ساختِ هندسىِ عدد در 
عمل فايده و كارآيى اصلى خود را،كه همان مكان يابى روى 

محور اعداد است، از دست داده است. 

شكل گستردة اعداد گنگ مربعى
ــارى و  ــه ، بازنمايى اعش ــة صورت گرفت در مطالع
جايگزينى آن با تعريف اولية اعداد گنگ، يكى از دلايل 
بدفهمى دانش آموزان شناخته شد كه با نتايج تحقيقات 
ــيروتيك،  ــز مطابقت دارد (زازكيس و س بين المللى ني
ــس و  ــس، 2007؛ زازكي ــيروتيك و زازكي 2004؛ س
سيروتيك، 2010؛ پلِدِ و هرشكو وتيز، 1999 و فوسكوگلو 
و كسيواس، 2011.) و در عين حال، بررسى حل تكاليف 
دانش آموزان نشان داد جايگزينى اعداد گنگ مربعى با 
تقريبات اعشارى، يك عادت هميشگى در دانش آموزان 
ــته است. در اينجا  ــت، بلكه به نوع اعداد نيز وابس نيس

رويكرد 
آموزشى كتاب 

رياضيات 1 
به گونه اى 
است كه 

به جاى توسعة 
مجموعة 

اعداد گويا 
به مجموعة 

اعداد حقيقى، 
به لحاظ 

مفهومى، 
مجموعة اعداد 

حقيقى را به 
مجموعة اعداد 

گويا تحديد 
نموده و اين از 

طريق تأكيد 
بر تقريبات 

اعشارى، 
صورت 

پذيرفته است
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 را روى محور اعداد دقيقاً نشان داد؟ (چرا و چگونه)؟ 
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 همان گونه كه گفته شد، تغيير رويكرد دانش آموز 
ــايد مربوط به نوع تمرين هاى  ــؤال دوم، ش در مورد س

كتاب باشد. 
ــت كه  در مورد مثال 3، دانش آموز توضيح داده اس
عدد به شكل داده شده را تنها به صورت جداگانه مى توان 
ــور نمايش داد. به عبارتى، وى كل عبارت را به  روى مح

شكل دو بخش يا دو عدد جداگانه فرض كرده و نمايش 
ــارى،  يك جاى عدد را منوط به جايگزينى تقريب اعش
جمع دو بخش و رسيدن به يك عدد نهايى (با بازنمايى 
بسته) دانسته است. در مورد مثال 4 نيز، شكل گستردة 
ــوز، نمايش  ــده تا دانش آم ــبب ش ــى اعداد، س بازنماي

يك جاى عدد را روى محور، امكان ناپذير بداند. 
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غلبة جنبة فرايندى و عملياتى بر جنبة 
ساختارى و محصولى 

همان گونه كه پيش تر بيان شد، مشكلات ذكر شده 
در رابطه با اعداد گنگ مربعى گاهى هم پوشانى داشته و 
گاه رابطة علت و معلولى دارند. به نظر مى رسد بين عدم 
پذيرش شكل گستردة عدد گنگ و غلبة جنبة فرايندى 
ــى در ذهن دانش آموزان، ارتباطى وجود دارد.  و عمليات
براى حصول اطمينان از اين ارتباط، سؤال زير مطرح و 

پاسخ ها بررسى شد. 

» چيست؟ 
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در اينجا نيز لازم است به طور كوتاه، توضيحاتى در 
رابطه با اصطلاحات فرهوم، فرايند و شـى ء  ذهنى 
ــود. البته در شماره هاى پيشين اين مجله، به  آورده ش
بحث مذكور پرداخته شده است و توضيحات آتى، جنبة 

يادآورى دارد (پگ و تال، 2005). 
نظريات شئ– فرايندى در آموزش رياضيات عنوان 
كلى، نظراتي همچون APOS8 ، شئ انگارى9 اسفارد10 و 
فرهوم11 تال12 و گرى13 مى باشد. اين گونه نظريه ها، نحوة 
شكل گيرى يك مفهوم رياضى را در ذهن دانش آموز شرح 
ــوع نظريه هاي موضعى آموزش رياضيات  مى دهند و از ن
ــند. افراد مختلف، نظرات (موضعى) گوناگونى را  مى باش
ــه داده اند (انگليش و  ــكل گيرى مفهوم ارائ در رابطه با ش
ــريرامن، 2010). پياژه بين تجريد تجربى14 (از اشياء  سِ
ــه تجربى15(از  ــده) و تجريد نيم ــاهده ش درك و مش
فعاليت هاى صورت گرفته روى اشياء درك شده) تمايز 
قائل مى شود (تال، 1999). تجريد تجربى از مشاهده و 
حس كردن پديده ها در جهان واقعى حاصل مى شود و 
در تجريد نيمه تجربى، استخراج دانش از طريق تجريد 
ــياء صورت  ــام فعاليت روى اش ــد عمليات و انج فراين
ــياء  ــرى (1999) تمايزى بين اش ــرد. تال و گ مى پذي
درك شده16 و اشياي حس شده17 قائل مى شوند. اشياي 
حس شده، تجريدى از اشياء در جهان واقعى هستند؛ مثل 
اشكال هندسى. دايره تجريدى از اشياء به ظاهر گرد و 
خط تجريدى از يك امتداد راسـت در جهان واقعى و 
فيزيكى است. نوع ديگر يعنى اشياي ذهنى درك شده، بر 
اثر تأمل روى فعاليت ها و تأكيد بر روند فرايندها حاصل 

مى شوند. مثلاً تجريدى از شمارش تعداد اشياي واقعى، 
منجر به ساخت مفهوم عدد مى شود. تال و گرى (1999)، 
بين «رويه18» و «فرايند19» تمايزى قائل مى شوند. رويه 
ــت كه در آن، هر  ــك الگوريتم يا روش گام به گام اس ي
ــته مى شود. فرايند  گام پس از تكميل گام قبلى برداش
ــو و هم اثر) است، بدون  تركيبى از چندين رويه (همس
ــود. اينكه يك مفهوم  آنكه به جزئيات گام ها توجهى ش
ــوب شود،  ــىء ذهنى محس همزمان، هم فرايند و هم ش
ــد. ساده ترين وسيله  كمى مبهم و پيچيده به نظر مى رس
ــت كه يك نقطه نظر مشترك و يكسان از مفهوم  اين اس
ــر رياضيات، از اين   ــىء و فرايند ارائه دهيم. در سرتاس ش

تركيب ها، فراوان مى توان يافت:
ــمارش و مفهوم عدد؛ مى توان 7 شىء را  فرايند ش

شمارش كرد و يا 7 را يك عدد مستقل پنداشت.
ــوم جمع (حاصل  ــد چيز و مفه ــمارش چن فرايند ش
جمع)؛ 5+4 يك فرايند شمارش براى دو چيز است در عين 
حال يك حاصل جمع و عدد 9 مى باشد؛ فرايند تقسيم دو 

عدد طبيعى و يا يك كسر به عنوان يك شىء (4/3). 
تال و گرى (1999) ادعا مى كنند كه نمادهاى رياضى، 
ــتند. آن ها  اغلب حاوى دو جنبة فرايندى و مفهومى هس
واژة تركيبى و جديد «فرهوم» مركب از فرايند و مفهوم را 
ــراى اين مورد ابداع كرده اند. فرهوم نمادگزارى يا نمادى  ب

است كه هر دو جنبة فرايندى و مفهومى را دربردارد.
براي مثال، 3+4 يك فرهوم است. «شمارش همه20» 
و «شمارش يكجا21» را مى توان دو رويه يا تكنيك جمع 
ــمارش همه» براى 3 و 4، حالت «فرايند،  دانست. «ش
ــمارش يكجاى 3 (4)  ــد» را به وجود مى آورد. ش فراين
ــوم - فرايند22»  ــه 4 (3) حالت «فره ــمارش هم و ش
ــدد، حالت  ــا براى دو ع ــد. جمع يكج ــاد مى كن را ايج
ــكل هاى 1و2،  «فرهوم - فرهوم23» را ايجاد مى كند. ش

موضوع را روشن تر مى كند:
ــا 5 درصد از  ــر، تنه ــش اخي ــه پرس ــخ ب در پاس
ــش را به عنوان يك  ــارت مورد پرس ــوزان، عب دانش آم
حقيقت شناخته شده24 يا يك عدد گنگ معرفى كرده 
ــوم را درك كرده  ــد. به عبارتى جنبة فرهوم– فره بودن
ــخ دانش آموزى است كه از عبارت  بودند. مثال 5، پاس
 را 

nm

m n

+

+

+

+

+

2 5
2 1

2
7 ــده، درك فرهوم- فرايندى دارد يعنى 2 داده ش
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ــه علامت جمع را  ــته، در حالى ك يك عدد گنگ دانس
ــوب نكرده و كل  ــى از بازنمايى عدد گنگ محس بخش
عبارت را يك فرايند جمع ارزيابى نموده است. در حالت 
ــخ داده  فرايندى- فرايندى25، دانش آموزان چنين پاس

بودند كه جذر يك عدد، با 2 جمع شده است. 

عدم درك كاركرد محور اعداد
ــناخت بهتر  ــور اعداد، مدلى كارآمد جهت ش مح
اعداد و بسيارى از مفاهيم رياضيات است. فرودنتال26 
ــراى محور اعداد نام مى برد.  ــه كاربرد را ب (1973)، س
ــش كه نقاط روى آن، مكان  اول، به عنوان يك خط ك
ــدأ و مقياس  ــد. دوم، خطى كه داراى مب ــى دارن ثابت
ــت و با آن، مى توان نقاط روى  توافقى و قراردادى اس
ــوم، يك بنيان  ــبت داد. س محور و اعداد را به  هم نس
دقيق كه اعداد، عملگرها و انتقالات روى آن، بازنمايى 
مى شوند. در سنت رايج آموزشى، اعداد گويا از دل اعداد 
ــيم و اعداد صحيح از دل اعداد  صحيح با عمليات تقس
طبيعى با عمل تفريق توسعه مى يابند. در حالى كه اين 
موضوع روى محور اعداد، بدين شكل اتفاق نمى افتد. 
محور اعداد، به تدريج و با توسعة مجموعة اعداد، نقاط 
ــد، به نمايش  ــه از پيش موجود بوده ان ــترى را ك بيش
ــهودى،  ــاظ ش ــال، 1973). از لح ــذارد (فرودنت مى گ
توسعة اعداد از مجموعة اعداد طبيعى تا گويا، معمولاً 
ــكلى مواجه نيست. تقسيم كردن بين دو واحد  با مش
ــيم كردن يك سيب يا يك  يا عدد صحيح مانند تقس
ــهود است. رابطة بين  تكه نان، ملموس و مطابق با ش
برقرار است و  N W Z Q⊂ ⊂ ⊂ مجموعه ها به شكل
ــهودى، در راستاى توسعة اعداد  اين رابطه به  لحاظ ش
ــه مجموعة اعداد  ــت. در حالى ك روى محور اعداد اس
ــنت توسعه و ساخت شهودى اعداد  گنگ، تابع اين س
ــز به كمك اعداد گويا  ــت. با اينكه اعداد گنگ ني نيس
ساخته و حتى تعريف مى شوند (عددى كه برابر نسبت 
ــت)، ولى اين بار مجموعه اى جدا از  دو عدد گويا نيس
مجموعه هاى پيشين حاصل مى شود. هر عدد طبيعى، 
ــت. ولى  ــن حال عددى صحيح و گويا نيز هس در عي
ــتقل از اعداد پيشين  عدد گنگ، موجودى جدا و مس
ــت. علاوه بر اين، حس نياز به پيدايش اعداد گنگ  اس

شمارش يك جا

حقيقت شناخته شده

فرهوم
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3+2=

3+2=

+

3 + =
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ــود، لذا دانش آموز عدد  در برنامه درسى ايجاد نمى ش
ــارى يا گويا فرض مى كند، با اين  گنگ را عددى اعش
ــى روى محور  ــدار دقيق و مكان معين ــاوت كه مق تف
ــعة مفهومى  ــت كه به جاى توس ندارد. نتيجه اين اس
مجموعة اعداد گويا به اعداد حقيقى، با جايگزين كردن 
تقريب هاى اعشارى براى اعداد گنگ، اعداد حقيقى به 
مجموعة اعداد گويا تحديد مى شود. در مطالعة صورت 
ــخ به پرسش ها و چه در قالب  گرفته، چه در قالب پاس
مصاحبه ها، بيشتر دانش آموزان روش ساخت هندسى 
اعداد گنگ مربعى را مى دانستند، ولى اين نوع ساختن، 
ــى الگوريتمى و رويه اى بود كه بين عدد گنگ و  دانش

اندازه ارتباط معنادارى ايجاد نمى كرد.
ــؤال  ــال، در مصاحبه ها از دانش آموزان س ــراى مث ب
برش 
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+

2 5
2 1

2
7 2
ــه اندازة ــد «چگونه مى توان تكه چوبى را ب ش

ــيارى به دليل نامتناهى بودن بخش اعشارى در  زد». بس
بازنمايى اعشارى، اين كار را ناممكن دانستند، در حالى كه 
با روش هندسى اين عدد را روى محور اعداد مى ساختند. 
در عين حال، در ادامة مصاحبه بيان مى كردند كه «اعداد 
ــش داد، زيرا  ــوان روى محور اعداد نماي ــگ را نمى ت گن
ــتند». اين تناقض گويى ها حاكى از آن است  دقيق نيس
ــدد مجموعه اى و  ــوزان قادر نبودند بين ع ــه دانش آم ك
ــد. محور اعداد  ــرى27، ارتباط ايجاد نماين عدد اندازه گي
ــت كه بين عدد  ــى، يك مدل رياضى و ذهنى اس حقيق
ــدازه ارتباط ايجاد مى كند. به عبارتى، ويژگى ترتيبى  و ان
ــه اندازة يك پاره خط يا  ــى اعداد روى محور، ب و شمارش
فاصلة بين يك نقطه تا مبدأ مختصات، مرتبط مى گردد. 
ــابى و تفكر  ــل پيوند تفكر حس ــور اعداد، مح مح
ــى28 (مقدار) در  ــى است. جمع دو عدد شمارش هندس
خارج محور، متناظر با جمع دو اندازه (فاصله) يا جمع 
دو عدد اندازه گيرى روى محور است كه منجر به ايجاد 
ــدازة (فاصله)  جديد مى گردد. در تحقيق صورت  يك ان
گرفته، در رابطه با اعداد گنگ مربعى با شكل گستردة 
ــابي با  )، جمع حس nm

m n
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+

+

+

2 5
2 1

2
7 2

 يا 
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+
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نمايش (
جايگزينى تقريب هاى اعشارى، يا ساده كردن راديكال ها 
ــت. در حالى كه روى محور اعداد، جمع  انجام شده اس
ــى كه آن را به عنوان جمع دو اندازه يا دو فاصله  هندس

تعريف مى كنيم، معنايى نيافته است. 

ــدگاه رياضيات  ــال 6 و7)، از دي ــال اخير(مث در  مث
وابسته به جسم29، بين استعارة حركت روى مسير30 كه 
منجر به ايجاد مدل محور اعداد مى شود و استعارة چوب 
اندازه گيرى31 كه جمع فاصله ها را با اعداد مرتبط مى سازد، 
ــبى ايجاد نشده است، يعني كاركرد  ارتباط عرضى مناس
محور به درستى شناخته نشده است (لكاف و نونزِ، 2000).

نتيجه گيرى و پيشنهاد
از آنچه گفته شد، چنين برمى آيد كه رويكرد آموزشى 
اعداد گنگ در برنامة درسى، چندان مناسب نيست. برنامة 
درسى به آرامى از كنار مفهوم عدد گنگ كه آخرين حلقة 
ــت عبور كرده  تكميل كنندة مجموعة اعداد حقيقى، اس
ــارى،  ــرعت، اين مفهوم را با تأكيد بر تقريبات اعش و به س
ــت. در  ــه مفهوم عددى گويا و «نادقيق» تقليل داده اس ب
برنامة درسى، حركت از جنبة فرايندى به جنبة محصولى 
ــكل ناقصى صورت  ــدى نهايى عدد گنگ، به ش و جمع بن
مى پذيرد. در اين ميان، تأكيد كتاب درسى و دانش آموزان 
بر عمل جذرگيرى در رابطه با اعداد گنگ مربعى، موجب 
غلبة ديدگاه عملياتى و فرايندى در دانش آموزان مى گردد. 
ــط يونانيان  مبدأ تاريخى پيدايش مفهوم عدد گنگ، توس
ــمى عدد گنگ توسط ددكيند در قرن  و ارائة تعريف رس
نوزدهم ميلادى، هر دو بر مبناى كميات نامتوافق32 بوده 
است (ايوز، 1990). شايد بازگشت به اين مبدأ و شروع از 
ــروع خوبى براى  ــوم كميات متوافق و نامتوافق، ش مفه
ــد. فيشباين 33 جِهيام و كوهن  آموزش اعداد گنگ باش
ــش از مفاهيم  ــكاوى و پرس ــاد كنج ــز ايج (1995) ني
ــبى براى تدريس  ــق34 و نامتوافق را آغازگر مناس متواف
ــداد گنگ مى داند. انتظار مي رود كه ايجاد حس نياز  اع
اوليه در دانش آموزان به وجود اعداد گنگ، منجر به درك 
ــى كه در رويكرد فعلى  ــود؛ حس بهتر آنان از اين اعداد ش
آموزشي ايجاد نشده است. پايان بخش اين مقاله، نقل قولي 
است كه از لكاف و نونزِ (2000)، از دِدِكيند آورده اند: ددكيند 
  p ــت:  اگر نقطة خود، اين حس را چنين تجربه نموده اس
متناظر با عدد گوياى a باشد، آن گاه چنانچه متداول است، 
op كميتى متوافق با واحد اندازه گيرى نامتغيرى است كه 
ــاخت [محور] به كار گرفته شده است. ولى يونانيان  در س
باستان، اين موضوع را از پيش مى دانستند و اثبات كرده 

هر عدد 
طبيعى، در 
عين حال 

عددى 
صحيح و 
گويا نيز 

هست. ولى 
عدد گنگ، 

موجودى 
جدا و 
مستقل 

از اعداد 
پيشين 

است
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بودند كه همواره اندازه هايى نامتوافق با واحد اندازه گيرىِ 
فرض شده، وجود دارند. اگر طول ها يا چنان اندازه هايى را 
از نقطة مبدأ o روى امتداد خط [محور] قرار دهيم، نقاط 
انتهايى را خواهيم يافت كه با هيچ عدد گويايى متناظر 
نمى باشند.... دامنة اعداد گويا ديگر كفايت نخواهد كرد و 
كاملاً ضرورى مى نمايد كه دستگاه اعداد R (حقيقى) كه 
با خلق اعداد گويا ساخته شده بود، اين بار با خلق اعداد 

جديدى توسعه يابد» (لكاف و نونز، 2000). 

پى نوشت ها
1. structural
2. objective

3. حتى نام اعداد گنگ در زبان انگليسى از تعريف آن يعنى نسبت 
ــده است. rational  از  دو عدد صحيح با مخرج غيرصفر گرفته ش

واژة انگليسى ratio گرفته شده است. (نيون 1367)

1 دقيقاً برابر است با معلومات 
3

4. اثبات اينكه عدد ...0/333 با كسر
ابتدايى رياضى امكان پذير است. 

5. Collis
6. closure
7. Acceptance of the lack of closure 
8. Action-process-object- schema

 اين نظريه توسط دوبينسكى ارائه شده است. 
9. reification
10. Sfard
11. Procept : تركيبى از واژگان process  و concept 
12. Tall
13. Gray
14. Empirical abstraction
15. Semi-empirical abstraction
16. Conceived
17. Perceived
18. Procedure 
19. process
20. Counting- all
21. Counting - on
22. Procept-process
23.Procept-procept
24. Known fact
25. Process-process
26. Freudenthal
27. Measuring number
28. Counting number, 

اين اصطلاح و اصطلاحاتى نظير عدد اندازه گيرى و عدد محاسباتى 
را فرودنتال(1999، 1973) در برخى كتب خود به كار برده است. 

29. Embodied mathematics
30. Motion on the path metaphor 
31. Measuring stick metaphor
32. Incommensurable 
33. Fischbein
34. Commensurable 
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